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Esempio
lim
n→+∞
(√
1 + n−√n
)
= 0
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Teorema del confronto
Se
(i) an ≤ bn ≤ cn per ogni n ∈ N (ii) lim
n→∞ an = limn→∞ cn = `
allora lim
n→∞ bn = `
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Per ipotesi, per ogni ε > 0 esiste nε ∈ N tale che se n > nε si ha
`− ε < an < `+ ε, `− ε < cn < `+ ε
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Per ipotesi, per ogni ε > 0 esiste nε ∈ N tale che se n > nε si ha
`− ε < an < `+ ε, `− ε < cn < `+ ε
e allora, per gli stessi n abbiamo
`− ε < an ≤ bn ≤ cn < `+ ε
il che e` quanto si voleva dimostrare.
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Applicazione
Sia x un numero reale strettamente positivo. Allora:
lim
n→∞
n
√
x = 1.
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Applicazione
Sia x un numero reale strettamente positivo. Allora:
lim
n→∞
n
√
x = 1.
Sia x > 1. Allora per ogni n ∈ N si ha n√x > 1, dunque, deve esistere,
per ogni n ∈ N, rn ∈ R rn > 0 tale che:
n
√
x = 1 + rn.
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Applicazione
Sia x un numero reale strettamente positivo. Allora:
lim
n→∞
n
√
x = 1.
Sia x > 1. Allora per ogni n ∈ N si ha n√x > 1, dunque, deve esistere,
per ogni n ∈ N, rn ∈ R rn > 0 tale che:
n
√
x = 1 + rn.
Eleviamo i due lati alla n e usiamo la disuguaglianza di Bernoulli in
modo che:
x = (1 + rn)
n ≥ 1 + n rn,
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da cui:
0 < rn <
x− 1
n
.
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da cui:
0 < rn <
x− 1
n
.
Ma, allora per il teorema del confronto, abbiamo che rn → 0, quindi
n
√
x→ 1.
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da cui:
0 < rn <
x− 1
n
.
Ma, allora per il teorema del confronto, abbiamo che rn → 0, quindi
n
√
x→ 1. Terminiamo con il caso x < 1. Posto y = x−1, si ha y > 1,
quindi n
√
y → 1. D’altra parte, essendo:
n
√
x =
1
n
√
y
,
ancora una volta, n
√
x→ 1.
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Teorema
Sia (an) una successione strettamente positiva e limitata e cioe` tale
che esistono 0 < α < β per cui α ≤ an ≤ β per ogni n ∈ N allora
lim
n→+∞
n
√
an = 1 (1)
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Teorema
Sia (an) una successione strettamente positiva e limitata e cioe` tale
che esistono 0 < α < β per cui α ≤ an ≤ β per ogni n ∈ N allora
lim
n→+∞
n
√
an = 1 (1)
La tesi (1) vale in particolare se si assume che esista lim
n→+∞ an = a > 0.
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Analogamente
lim
n→∞
n
√
n = 1
Vedere dispense
9/19 Pi?
22333ML232
Applicazione
lim
n→∞n sin
1
n
= 1
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Applicazione
lim
n→∞n sin
1
n
= 1
Se α sta nel primo quadrante, 0 < α < pi/2 si ha:
sinα < α < tanα
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Figura 1: lim
n→∞n sin
1
n
= 1
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sinα < α < tanα ⇐⇒ 1 < α
sinα
<
1
cosα
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sinα < α < tanα ⇐⇒ 1 < α
sinα
<
1
cosα
Posto α = 1n , si ha,
1 <
1
n sin
1
n
<
1
cos
1
n
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sinα < α < tanα ⇐⇒ 1 < α
sinα
<
1
cosα
Posto α = 1n , si ha,
1 <
1
n sin
1
n
<
1
cos
1
n
L’ultimo passo per terminare la dimostrazione e` far vedere che
lim
n→∞ cos
1
n
= 1
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Quarta formula di prostaferesi:
cos p− cos q = −2 sin p+ q
2
sin
p− q
2
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Quarta formula di prostaferesi:
cos p− cos q = −2 sin p+ q
2
sin
p− q
2
Qui usiamo la formula con p = 0 e q = 1n in modo che
cos 0− cos 1
n
= 1− cos 1
n
= −2 sin
(
−1
n
)
sin
1
n
= 2 sin2
1
n
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Qui usiamo la formula con p = 0 e q = 1n in modo che
cos 0− cos 1
n
= 1− cos 1
n
= −2 sin
(
−1
n
)
sin
1
n
= 2 sin2
1
n
Quindi
0 ≤ 1− cos 1
n
= 2 sin2
1
n
≤ 2
n2
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Quarta formula di prostaferesi:
cos p− cos q = −2 sin p+ q
2
sin
p− q
2
Qui usiamo la formula con p = 0 e q = 1n in modo che
cos 0− cos 1
n
= 1− cos 1
n
= −2 sin
(
−1
n
)
sin
1
n
= 2 sin2
1
n
Quindi
0 ≤ 1− cos 1
n
= 2 sin2
1
n
≤ 2
n2
Ne deduciamo che
lim
n→∞ sin
1
n
= 0 lim
n→∞ cos
1
n
= 1
completando la nostra dimostrazione
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Teorema
Se lim
n→∞ an = a e limn→∞ bn = b e, inoltre, riesce an ≤ bn per ogni n ∈ N
allora a ≤ b
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Teorema
Se lim
n→∞ an = a e limn→∞ bn = b e, inoltre, riesce an ≤ bn per ogni n ∈ N
allora a ≤ b
Osservazione
Nel caso in cui accada che la disuguaglianza fra le due successioni (an)
e (bn) sia stretta: an < bn per ogni n la tesi del Teorema non cambia:
basta prendere an = 0 e bn =
1
n
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Definizione
Diremo divergente ogni successione (an) che non risulti convergente.
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Definizione
Diremo divergente ogni successione (an) che non risulti convergente.
Definizione
La successione (an) si dice:
(a) positivamente divergente, se per ogni K ∈ R esiste nK ∈ N tale
che, per ogni n ∈ N, n > nK si ha an > K;
(b) negativamente divergente, se se per ogni K ∈ R esiste nK ∈ N
tale che, per ogni n ∈ N, n > nK si ha an < K;
(c) divergente in modulo, se se per ogni K ∈ R esiste nK ∈ N tale
che, per ogni n ∈ N, n > nK si ha |an| > K.
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Definizione
La successione divergente (an) si dice oscillante se e` limitata.
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Definizione
La successione divergente (an) si dice oscillante se e` limitata.
Teorema
Se (an) soddisfa le due condizioni
(a) (an) e` definitivamente positiva (b) ( 1an ) e` infinitesima
allora lim
n→∞ an = +∞
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Dimostrazione
(an) e` definitivamente positiva: esiste n0 ∈ N tale che n > n0 =⇒
an > 0.
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Dimostrazione
(an) e` definitivamente positiva: esiste n0 ∈ N tale che n > n0 =⇒
an > 0.
La successione reciproca ( 1an ) e` infinitesima: esiste n1 ∈ N tale che per
ogni n > n1 riesce ∣∣∣∣ 1an
∣∣∣∣ < 1K
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Dimostrazione
(an) e` definitivamente positiva: esiste n0 ∈ N tale che n > n0 =⇒
an > 0.
La successione reciproca ( 1an ) e` infinitesima: esiste n1 ∈ N tale che per
ogni n > n1 riesce ∣∣∣∣ 1an
∣∣∣∣ < 1K
Ora se nK = max{n0, n1} abbiamo
0 <
1
an
<
1
K
per ogni n > nK
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Dimostrazione
(an) e` definitivamente positiva: esiste n0 ∈ N tale che n > n0 =⇒
an > 0.
La successione reciproca ( 1an ) e` infinitesima: esiste n1 ∈ N tale che per
ogni n > n1 riesce ∣∣∣∣ 1an
∣∣∣∣ < 1K
Ora se nK = max{n0, n1} abbiamo
0 <
1
an
<
1
K
per ogni n > nK
La tesi segue passando alla disuguaglianza reciproca.
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Teorema
Se an e` una successione divergente in modulo, allora:
lim
n→∞
1
an
= 0.
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Teorema
Se an e` una successione divergente in modulo, allora:
lim
n→∞
1
an
= 0.
Sappiamo che per ogni M > 0 esiste nM ∈ N tale che |an| > M per
ogni indice n per cui n > nM .
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n→∞
1
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Sappiamo che per ogni M > 0 esiste nM ∈ N tale che |an| > M per
ogni indice n per cui n > nM . Ma allora si ha che:
1
|an| <
1
M
, per ogni n > nM .
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Teorema
Se an e` una successione divergente in modulo, allora:
lim
n→∞
1
an
= 0.
Sappiamo che per ogni M > 0 esiste nM ∈ N tale che |an| > M per
ogni indice n per cui n > nM . Ma allora si ha che:
1
|an| <
1
M
, per ogni n > nM .
La tesi segue, allora, ponendo ε = 1/M e ricordando che:∣∣∣∣ 1an
∣∣∣∣ = 1|an| .
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Teorema
Siano an, bn, cn tre successioni con an → +∞ e cn → 0: allora
(a) se bn e` limitata, allora:
lim
n→∞ (an + bn) = +∞, limn→∞
bn
an
= 0, lim
n→∞ bn · cn = 0;
(b) se bn ≥ β > 0 per ogni n ∈ N, allora:
lim
n→∞ (an · bn) = +∞, limn→∞
bn
cn
=∞.
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Teorema del confronto
Siano (an) e (bn) due successioni tali che definitivamente an ≤ bn. Se
lim
n→∞ an = +∞ allora limn→∞ bn = +∞
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Teorema del confronto
Siano (an) e (bn) due successioni tali che definitivamente an ≤ bn. Se
lim
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Esempio
Se r > 1 si ha che lim
n→∞ r
n = +∞.
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Teorema del confronto
Siano (an) e (bn) due successioni tali che definitivamente an ≤ bn. Se
lim
n→∞ an = +∞ allora limn→∞ bn = +∞
Esempio
Se r > 1 si ha che lim
n→∞ r
n = +∞.
Infatti se r > 1 esiste un reale positivo p tale per cui r = 1 + p, allora
per la disuguaglianza di Bernoulli abbiamo che an = r
n = (1 + p)n ≥
1 + n p, ma, allora lim
n→∞ an = +∞
